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各格子点 に働 く分子場 に分布 と相関があ り,それを感 じて直接 には相互作用
のないスピン間にも相関が生じる｡そのふるまいは分子場の分布,相関 とつ じ
つまがあってい_る筈である｡
ゎれわれはこのような観点から格子統計の近似 を行 ったが1,) 第一原理から
導けるように改良を試みた結果,案一近似 (前報ではMamada-Takano近似2)
(以下MT と略 )に相当する第零近似 と呼んだ近似段階の改良｡以下序数は-
っっっずれ る )はBethe近似 5)と一致 した｡第二近似 も改良 され,Ising模型
の転移点についてみると,正方格子 の場合 にはKikuchi近似4)(以下Kと賂 )近
は僅かに及ばないが, bccの場合にはK近似 よ りも良い結果 を与 える｡
1. 高次近似 も独立粒子的措像 に基いている｡
2･･後述 (§4)の有効分布関数の方法によって直観的 に式 をたて られ,その
ことが変分法による基礎 をもつ｡
等の特色がある｡
ここではLPL(loosepackedlattice: 2種類 の subiatticeに分けた時
同 じsublatticeに属す る格子点が隣 り合わない格子 )の場合 に話 を限って,近
似法の説明に重点 をお く｡ CPL(closepa乍kedlattice:fcc,hcp,三角格









H=~JitFAiEB OiTj =~JifA誉 oi Ti･ ∂ ,
(i,jは1.∩)
(1)
但 し, Ji -±1,r･-±1･∑ は 1･n･につ いての和 を表わす もの とす るoJ ∂
分配関数 は
Z≡∑L∑ exp 〔KiEA8EoiTi+ ∂〕(雪 国
-∑∑〟 exp 〔K αi Vi (回 )〕
くびHT‡ieA
-∑ ∬ 〔2chKVi(再 )〕,
(T)iヒA
但 し, K≡ βJ, β≡ 1/毎 T ,
vi(iTf)≡ ∑ Ti.6∂
Z= ∑ 孟 〔 2ch (Z-2n)K 〕 号 fn(〈T)) ,
(Tin-0
とい う形 に書 き表わすことができる｡






Z を1･n･の個数, Lを格子点総数 とすれば, vi(回 )tj:･ -Z,-Z十2,
,Z-2, Zの (Z十 1)通 りの値のみ をとりうるか ら,
L r ‥ _ ､､
(4)
(5)
等 の変数 についての和 に変換す る｡具体的 には後で述べるが,例 えば B｡sub-
latticeの磁化
2





寄与の等 しい項 を集 めて整理 すれ ば,
Z -､∑ ∑ ･･亨〔C(α,β,-･朝 里 〔2ch(Z-2n)K〕(LA M n(a･P･･･.･()α β n=o (7)
とい う形にな り, L- cnでこの和 の最大項 (α- α0-,6＼-Lβ., ,(-Eo)の
寄与が圧倒的 であるとして, 自由羊ネルギーは
L





この式の導 出まで形式的には厳密 であるが,問題 は次 の二つの要請 を充すこ
とに移 る｡`
〔I] C･gn を矛盾 な く求 めるo
〔E]-tTiのみに依存するC,ダn を環境 とす る 0ス ピンのふ るまいも,
･o_,βO,･- とつ七っ まのあう平均値 をもつ ｡
例 えば磁化 について
mo- ±mT (J宅o)
(〟 として (6)をとった とき )
Cの求め方 についてはAppendixで述べ るが, α-等 の変数 を完全 にはとれ
ないことか ら近似 になる｡
§3 第-近似 - Bethe近似
一番簡単に α-A (くり)-として磁化 (6)のみ とる第一近似 が Bethe近 似 に
なっていることを示そ う｡
正方格子 の場合 を考 える｡ 十1, -1の状態に対応 して,図では○及 び◎で
示す｡
ある qスピンに着 目す ると,直接相互作用 のある相手 は一辺 が 2.n｡の正方
形頂点 に位置す る4個 の て 云 ピンで, 4ス ピン全体 としての状態 は 24- 16通
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りあるが,対称性 を考慮すれば.K近似で扱 うように第 1図の6種類 である｡こ






























であるo また 1個 のス ピンの状態 もⅩ近似流 に Ⅹ1,Ⅹ2 と命名すれば,4個の丁
スピンの部分 としての 1ス ピンと考 えて,
Ⅹ1- zl+ 3Z2+2Z5+ Z4+ Z5,
x2- Z6+ 3Z5+2Z5+ Z4+ Z2,
Ⅹ1 十 Ⅹ2=1 ′
(ll)
という関係式が得 られ る｡
また了Cをこの5号i,Ziのみで表わすために Appendix で述 べ る よ う･に
Hijmans-deBoer(以下HdB と略 )の方法 を拡張 して,
enC- 3〔Ⅹ12nxl+ Ⅹ2enX2〕- 〔Z.enz.+ 4Z,enz2
'(12)
+ 4Z5enZ,十 2Z｡Cnz4+4Z5enZ5十 干denZd〕
が得 られ,要請 〔Ⅰ〕 がみたされた｡独立変数 は 5個であるが, (ll)の初 め
の二式 の代 りに Lagrange未定乗数 enp,enq を導入 し,(12)を使 った (7)








が得 られ る｡ p,q は (ll)の規格化条件
1 - Ⅹ1+ Ⅹ2
- (p4+ q4)ch4K+ 4pq(p2+ q2)ch2K+6p2q2
を使 って磁化 m で表わ され るべきものである｡







- (p4T,q4)ch4K+2pq(p2-q2)ch2K . (-16)
一方要請 〔n]からqス ピンの磁化 もJ宅Oに従 ってmq-±m の筈 である
が, げのふ るまいは 5′種類 の外場 が与 えられたときの 1ス ピン問題 として簡単
に求まり,
m - (zr z6)th4K+ 4(Z,-Z5) th2K,
- (p4-q4)sh･4K+4pq(p2-q2)sh2K,
であることがわかる｡
















が転移点 を与え, Bethe近似七一致 している｡勿論 これ を求めるだけならば
























であ り,解は Bethe近似 と完全 に-致 しているが, この近似 の直観的括像 に基
いていろいうの意味づけをした り,物理量 を直観的 に求 めた り出来 る｡∫
例 えば, shortrangeorder,Lt5,は
Lk5≡ <oiTi.8> (26)
は勿論, 自由エネルギーから内部エネルギーを求 めても計算 できるが,今 の措
像か ら





























一般に 1.m.数 Z個の LPL では､(12)に代って,
enc- (Z-1)〔Ⅹ.enxl+Ⅹ22nX2〕-〔zlenZ.+ ･････〕(28)
また (15),(18)は
(pq)n(pz-2n- qz-2n)ch (Z-2n)K (29)
=〔42〕(Z日 ｡｡)n(pz-2n_ ｡Z-2n)sh ｡Z_bn)K
n-o n














(13)式 の p,qは未定乗数 を通 じ
て導入 されたが,結果 をみると第 3
図のように正方形 を4頂点 と内部に
分解 し,その頂点要素 に関係する因
子 と〔ての p,q と,内部要素に関
係す る因子 としての双曲関数 (1ス
ピン分配関数 に由来 している )の積
とみなせる｡ p,q は 1ス ピンの分


















また双曲関数因子 を落 した近似がMT近似 になってお り,前報 でのわれわれ
の近似 で双曲因子がっかなか ったのは変分関数 として (8)式 のうちの前 の項の
み をとったか らであ り,今回この点が系統的 に改良され た｡
一般 に, (ll)に対応す る
Ⅹi- ∑ lijyjJ
とい う関係 があるとき, (8)式に対応す る
写aiXienXi-∑βiyjenyj十号piyjFi1 J
を yjで変分する際 に Lagrange法によ り
(enpi) (､Ⅹ了 亨I ijyj ) = 0,






とな り, この ような とき一般 に EDFが存在する｡
piは (35)あるいは (33)で決めるわけであるが,閉 じた図一形 を開 くのでは
ない分解 の際には EDFは分布 関数 自身 であった り,又は重複部分 の分布関数
の逆数 であった りして簡単 になる｡
閉 じた図形 を開 くときの EDF を求 める式 は一般 に連立高次代数方程式 にな
る｡
この EDF が直観的 に理解 しやすい点 もこの近似 の特色 であ り,実際 の計算
では変分にさかのぼ る必要はな く, EDF か ら出発すればよい｡
§5 第二近似
第二近似 としては 2.m｡の関係 にある2ス ピンのふ るまいまでつ じつ まをあわ
せ る｡ この近似 のプロセス を第 4図 に図式化する｡
注 目す る2ス ピンの環境 を作 る6ス ピンの 24種類 2占-64通 りの状態の実
現比から,2通 り~ 日)その部分 として,及び(i)それ を環境 として独立 にふるま
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う注 目す る2スピン ー の径路 から求めた 2ス ピン3状態 の実現比が一致す る
ようにする｡ このとき 1ス ピンのふるまいは自動的 につ じつまがあ う0
2個及び 6個のスピンについての実現比は第 5図のよ うに yi(i-1,-,3),
wi(i-1,･･･24)と呼ぶ と, Appendixで求 めるが, CnCは
enc-3(zlenZl+ - )- (xlenXl十 ･.)- 2(wICnwl十･･) (37)
となる｡ この6スピンの各 ス ピンは全てが互に対等な関係にはないか ら,例 え
ば Z2 をW で表わす式は 2通 りできるo Lか し, W を2つの正方形 に分解す る





とい うように, yとZ だけで書ける｡
この式は 6点図形 を2個 の正方形 と共
通部分である対 に分解 し,共通部分は
重複 して算 えたので割 るとい うように




というK近似のエン トロピー と同 じよ
うな形 になる｡ Lagrange法で変分 し
た ものは,正方形 を4辺 に分 けるED
F, p/b,1/勺 ,qb を使 って
zl - p4 ch4KP 4








(2) ○- 鶴 y2 2
etc.






D4- (p4十 ql) ch4K+4(p2十 q2)ch2K+4pq十2
と書ける｡また,
yl.= zl+ 2Z2-+ Z5
y2 - Z2+ zS十 Z4+ Z5
y5 = Z6+ 2Z5+ Z5






Ⅹ2 = yS+ y2
Ⅹ1+ Ⅹ 2 =1





さて, 1･n･の4個の Tが zi状態のときの 1個の 0ズ ピンの状態 を Ⅹ;i),
x2li](i- 1,-,6)それに対応する磁化 を


















ⅩC26〕- (1+ th4K)Z6/2, (43)
また環境の正方形･の-.iZが-yi(i-1,-,3)のときのαスピンの 2状態に1 I







Ⅹ(,l〕+ 2 Ⅹ〔ヲ〕十 Ⅹ〔ラ〕
J J J I
xli2〕+ Ⅹ〔㌘ + Ⅹ〔㌢ + x Cs㍉
Ⅹ〔6〕+ 2Ⅹ〔ラ〕+ Ⅹ〔ラ〕
L ∫ LJ
ml= zlth4K+ 2 zZth2K
rb = (Z2-Z5)th2K
m5 - - Z占th4K - 2 Z5th2K
となる｡
注 目する独立 な 2個 の 0ス ピンのふ るまいは, これ らと, (38)で象徴 される
関係式から,



















この うち独立 なのは 2つ で, (17)に相 当す る式 と
(ml)2 (m2)2 (m5)2


















p = q e
又は
p2+ q2 2sh2K- ch2K











となって,転移点は (50)′で p- q とおいた式 と連立 させて求ま り,整理す る
と三次方程式
dK 4K ?汰
e C-2e C-e C+1-0
となって解析的に求まる｡
2K




他の近似 による転移点 との比較 を第 1表に掲げた｡6)
T> ㌔ の状態は (51)式･ T<㌔ については (48)と (50)式か ら求 まる
が詳 しくは述べない｡結果は K近似 の結果 と余 り変 らず, criticalexponent




-正 方 格子 の転移 点6)
t≡ 1/4K ≡ kBT/4J








sc′の場合は陵で接 した 2個の正 八面体, bccの場合 は面 で接 した 2個の立
方体 を環境 とする2･n･ の 2ス ピンを問題 にするが, tc の比較 に留 める｡(節
2表 )｡ bccではK近似 の結果よ り良い｡
第 2 表
sc及 び bccの転移点 る)
近 似 SLC bet(Z-6) (Z-8)
分 子 場 i.0100 1.000
Bet.he第-ラ) 0..822 0.869
Bethe 廃二5) 0.791 ･?.
8)Rushbrooke-Scoi.ns- ･0.794 ･0.-835
KikpChi4) 0.768 0.844
高準展開 p 0.752 0.794
present 0.782 ･0.-834
tc≡ 1/zKc= kBT/ 7JT
§6 む す び
§2での説明では,分配関数 を求める立場 から述べたが,実際 の計算 では§
4の-EDF の存在 を初 めか ら前提 して出発 した方が直観的 であ り,便利で もあ
る｡
結果は格子 によってK近似 との優劣が異 るが,ほぼ同程度の近似 といえよう｡
冒琴 に掲げた近似 の基本精神は多体問題一般,特に ｢intra-subsystem
interaction のなレrsubsystem に分割可能な系｣に広 く応用 できると思われ,
独立粒子像 を拡張 して相関 を扱 う可能性 を与 えるものと考 えられ る｡動的な場
合 にも, また量子論的な場合にも有用であろ う｡
またEDF も液体論でのKirkwoodの Superposi･tion近似9)や多体 グリーン
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関数の decoupling の改良や基礎づけに何 らかの示唆を与 えているように思わ
れ る｡
Appendix Hijmans-deBoer の方法の説明 と
その拡張
∫
Kikuchi近似の考え方は,格子 の基本図形 と呼ぶ小部分 (その第--近似 では
1.n.対,第二近似 では一辺 が1.n.の正方形 )のアンサンブルを考 え,その小
部分で元の格子 をおお うときに矛盾な しに各部分がそのアンサンブル とト同 じ正
しい分布になるよ うに組み合わせを計算す ることである｡
HdB埠この組み合わせの計算法 をK とは別 の形 で一般化 したO まず基本的
な考 え方を正方格子について述べる｡
第一近似 は第 7図のA- E
とい う径路及び A- C- Fと
い う径路で考 えた点の分布 E
とFが一致するように重複 を
さけて計算 し, Takagi の方
法 10)の別 の凄 現でもあ ｡,
Bethe近似 と一致する｡第二
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(F ) (G)
第 7 図
て図形列 を作 り,図形 (∩)
中の図形 (m)の個数 を α(m)(n),図形 (m)と同 じ図形の数 (例 えば縦形 と横

































i(m)(n) (rn)･Ⅹ -(m) (m)- (m). (m).y(2). y3) -y5) y6)
■(3) 0.01 02■ 4 1 1 -3 1
われわれの近似 ではこの図形列の全てをとらず,われわれの近似 での基本図
形 であるつ じつ まをあわせ ようとす る図形 (第-近似 では第 8図の (1),第二
近似 では (1)と (2)) と,それ らの環境 となる環境図形 (第-近似 では第 8図
の (3),第二近似で酎 3)と(5))のみの図形列 だ けか ら､求めた y語 注 (A2)
式 に代入 した ものを (8)式のcmc とする｡
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これは第-近似 では図痕 (2),第二近似 では (4)についての重複や正 しい分
布 に関心が支払われていないことであるが,われわれ の近似では基本図形の他
に, ｢飛び越 えて｣環境図形 をも考慮 した と解すべきである｡
(12),(39)式はこの方法によって第 4表のようにして y(2m)を求 めて計算
した｡
第 4 表
第 一 近 似
α両(n) jm) J可 Iー
(1) ~1 Z 1 妻1-Z…
第 二 近 似
(紳 (_n) x(iJy(m)
(n)( (1) (2) ■(3) (5)
(2)- 0 1 4 7 2 01
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